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Kontrol Optimal Upaya Pencegahan Infeksi Virus Flu
Burung H5N1 dalam Populasi Burung dan Manusia

Kasbawati*

Abstrak

Pada penelitian ini dikaji mengenai aplikasi dari teori kontrol optimal pada sistem persamaan
differensial dari model matematika penyakit flu burung yang telah dibentuk. Pada penelitian
sebelumnya diketahui bahwa penyebaran virus flu burung sangat bergantung pada keberadaan
populasi yang infektif sehingga perlu dilakukan pengontrolan terhadap populasi tersebut
melalui suatu treatment tertentu. Teori kontrol optimal diaplikasikan pada model untuk
mendapatkan bentuk kontrol yang optimal sehingga jumlah populasi yang infektif dapat
ditekan secara maksimal. Target utama yang akan dicapai pada penelitian ini adalah
menemukan bentuk kontrol optimal yang tunggal yang mana kontrol optimal tersebut dapat
digambarkan sebagai tingkat efisiensi dari vaksinasi pada burung sehat dan pengobatan pada
penderita flu burung yang dilakukan untuk menurunkan jumlah infeksi dan mencegah
terciptanya infeksi baru dalam sistem.

Kata kunci: Penyakit Flu Burung, model Epidemiologi, kontrol optimal, prinsip
Pontryagin.

Abstract

In this paper, we study about the application of the optimal control theory on the system of
differential equations of mathematical model of avian flu disease. In the previous studies we
found that the spread of bird flu virus was very dependent on the presence of an infective
population. As a result, controlling the population needs to be done through a special
treatment. Optimal control theory was applied to the model to obtain the optimal form of the
control so that the number of infective population can be suppressed to the fullest. The main
target in this paper is to find a unig optimal control where the optimal control can be described
as an efficiency rate of vaccination in healthy birds and an efficiency rate of treatment in
patients. These two controls are expected to reduce the number of infections and prevent the
creation of new infections in the system.

Keywords: Avian Influenza disease, mathematical epidemiology, optimal control,
Pontryagin principle.

1. Pendahuluan

Penyakit flu burung adalah penyakit menular yang disebabkan oleh virus influenza tipe A
yang dapat menyebabkan epidemi dan pandemi. Virus tersebut lebih mudah menular dari unggas
ke manusia dibandingkan dengan dari manusia ke manusia. Wabah influensa unggas yang sangat
patogen, secara keseluruhan dapat mengakibatkan kehancuran bagi industri ternak unggas,
apalagi bagi peternak individual [6]. Kerugian ekonomis biasanya hanya sebagian yang secara
langsung diakibatkan oleh kematian unggas yang terinfeksi H5N1. Berbagai upaya yang

" Jurusan Matematika, Fakultas Matematika dan llmu Pengetahuan Alam,
Universitas Hasanuddin, JI. Perintis Kemerdekaan Km.10 Makassar, kasbawati@gmail.com


mailto:hasma_ba@yahoo.com

13
Kasbawati

dilakukan untuk mencegah penyebaran lebih lanjut juga memerlukan biaya yang besar. Sekali
wabah sudah meluas, pengendaliannya semakin sulit dilakukan dan mungkin memerlukan waktu
sampai bertahun-tahun [1]. Kontrol optimal merupakan suatu metode standar yang digunakan
untuk menyelesaikan masalah optimasi dari suatu sistem dinamik kontinu. Pendefinisian fungsi
objektif didasarkan pada tujuan yang akan dicapai, misalnya ingin mengontrol gerak roket yang
meminimumkan jumlah bahan bakar yang digunakan, mengatur laju produksi barang sehingga
dapat memaksimumkan laba yang diperoleh, dan sebagainya. Beberapa peneliti matematika yang
bekerja dengan kontrol optimal pada kasus penyakit yang infektif di antaranya adalah Hattaf K.,
dkk pada tahun 2009 [2], Jung E. dkk pada tahun 2002 [3], dan Renee Fister K. pada tahun 1998

[7].

Pada penelitian sebelumnya, lihat [4], secara matematis diperoleh hasil bahwa beberapa
upaya yang dapat dilakukan untuk mencegah terjadinya wabah yaitu dengan melakukan vaksinasi
pada semua unggas peliharaan, mengisolasi semua burung maupun manusia yang diduga
terjangkit virus Al, dan meningkatkan pengobatan pada penderita flu burung. Pada kenyatannya
hal ini tentunya membutuhkan biaya yang cukup besar, akibatnya diperlukan adanya kajian untuk
mengetahui tingkat optimal dari vaksinasi dan pengobatan yang dilakukan sehingga manfaat yang
diperoleh cukup tinggi dengan pengeluaran biaya yang serendah mungkin. Pada penelitian
lanjutan ini, akan diaplikasikan teori kontrol optimum pada sistem persamaan differensial dari
model matematika penyebaran virus flu burung yang terbentuk, untuk menentukan bentuk kontrol
optimum yang tepat yang dapat digunakan untuk menekan laju pertambahan jumlah burung dan
manusia yang infektif.

2. Model Matematika

Tinjau kembali model matematika dari penyakit Flu Burung pada populasi burung atau
unggas dan manusia dalam bentuk sistem persamaan differensial tak linier enam dimensi [4],
yaitu

dBdt(t) A, - BB, (1) ()(1—V)—ﬂBBs(t),

dB (t) _ B, (t)B ()(1 V)= oy B, (1),

—d“"s(t)zAM—ﬂMMS(t) 5O g, M o
dt N N

e B M 1)
B M 02—+ 70M, 0 -0, M, 0,

det(t) BuM; (1) ()+72M|(t)_aMV(t)_O_VMV(t)’

det(t) 1M (@) +a My () — 2y M (1),

dengan Ng=Bg+B, dan N, =My +M, + M, + M,.Semua parameter dalam

persamaan (1) diasumsikan positif. Proses pembentukan model matematika dalam persamaan (1)
dapat dilihat dalam [4]. Diagram skematik mengenai pembagian kompartemen model dalam
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persamaan (1) dapat dilihat dalam Gambar 2 dan keterangan mengenai satuan dari semua variabel
dan parameter model diberikan secara ringkas dalam Tabel 1.

Tabel 1. Keterangan Variabel dan Parameter Model dalam Persamaan (1), lihat [4].

F}; ?Q;Zigr Interpretasi Satuan
Ng Total populasi burung pada saat t Ekor
Ny, Total populasi manusia pada saat t Orang

Bs (t) Jumlah burung sehat pada saat t Ekor
B, (1) Jumlah burung yang terinfeksi virus Al pada saat t Ekor
M (t) Jumlah manusia sehat pada saat t Orang
M, (t) Jumlah manusia yang terjangkit virus Al pada saat t Orang
M, (t) Jumlah manusia yang terjangkit virus hasil mutasi Orang
virus Al pada saat t
M, (t) Jumlah manusia yang sembuh pada saat t Orang
Ay Banyaknya manusia sehat yang lahir secara alami Orang/waktu
persatuan waktu
Ag Banyaknya burung sehat yang lahir secara alami Ekor/waktu
B Rata-rata kontak yang terjadi antara burung sehat 1/waktu
dengan burung terinfeksi
Ug Rata-rata kematian alami burung sehat 1/waktu
Ly Rata-rata kematian alami manusia sehat 1/waktu
o Rata-rata kematian burung akibat infeksi virus Al 1/waktu
B Rata-rata kontak yang terjadi antara manusia sehat 1/waktu
dengan burung terinfeksi
7 Rata-rata banyaknya manusia yang sembuh dari 1/waktu
penyakit
o Rata-rata banyaknya manusia yang mati akibat 1/waktu
penyakit flu burung
¥» Rata-rata banyaknya manusia yang terinfeksi virus Al 1/waktu
yang kemudian bermutasi sehingga dapat menularkan
penyakit ke manusia sehat lain
By Rata-rata kontak yang terjadi antara manusia sehat 1/waktu
dengan manusia yang terjangkit virus mutan Al yang
bersifat infektif
24 Rata-rata banyaknya manusia yang sembuh dari 1/waktu
penyakit
oy Rata-rata banyaknya manusia yang meninggal akibat 1/waktu

terinfeksi virus mutan Al
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Gambar 1. Diagram Skematik Model Penyebaran
Virus Al pada Populasi Burung dan Manusia [4].

Pada penelitian sebelumnya, lihat [4], secara matematis diperoleh hasil bahwa beberapa
upaya yang dapat dilakukan untuk mencegah terjadinya wabah yaitu dengan melakukan vaksinasi
pada semua unggas peliharaan, mengisolasi semua burung maupun manusia yang diduga
terjangkit virus Al, dan meningkatkan pengobatan pada penderita flu burung. Hal ini tentunya
membutuhkan biaya yang cukup besar akibatnya perlu ditentukan bentuk kontrol optimal dari
vaksinasi dan pengobatan yang dilakukan agar manfaat yang diperoleh cukup tinggi dengan
pengeluaran biaya yang serendah mungkin.

Pada penelitian lanjutan ini, akan diaplikasikan teori kontrol optimum pada sistem
persamaan differensial dari model matematika penyebaran virus flu burung yang terbentuk dalam
persamaan (1), untuk menentukan bentuk kontrol optimum yang tepat yang dapat digunakan
untuk menekan laju pertambahan jumlah burung dan manusia yang infektif. Dalam hal ini akan

ditentukan suatu kontrol u(t) yang dapat menekan laju pertambahan populasi B, dan M,,

Secara matematis, model deterministik penyakit flu burung yang mengandung kontrol
dapat dituliskan sebagai berikut:

B0 -2 M 0 B i, @] M 0,
dM—l(t)zﬂMMs(t) '(t)—ylMl(t)_7/2M|(t)_0MM|(t)’

dt Ng (2a)
MO gy MO 1,01+ 1M, © - a M, -, ),

dt N,

%:71|\/||(t)+aMV(t)—uMMR(t)-
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ngt(t) = Ag — BsBs (1) B|\||(t) [l_ ul(t)]_ g Bs (1),
dB, (t) B, (t) B (Zb)
? = fsBs ® IilB [1_ u1(t)]_ agB, (t),

Fungsi u,(t) dan u,(t) dalam persamaan (2) merupakan fungsi kontrol yang terbatas

(bounded) dan terintegral Lebesgue (Lebesgue integrable functions), lihat [5]. Kontrol u,(t)
menunjukkan tingkat efisiensi dari vaksinasi yang diberikan pada burung sehat sehingga jumlah
burung yang terinfeksi dapat dikurangi, dan fungsi u,(t) menunjukkan tingkat efisiensi
pengobatan yang diberikan pada penderita flu burung yang infektif akibat terinfeksi mutasi virus
flu burung menjadi virus yang ganas dan infektif. Jika u,(t)=u,(t)=1 maka treatment
vaksinasi dan pengobatan yang diberikan sangat efektif (100% efektif). Sebaliknya jika
U, (t) =u,(t) =0 maka treatment vaksinasi dan pengobatan yang diberikan sama sekali tidak

efektif dalam mengurangi jumlah kelas yang infektif. Jadi akan dicari bentuk dari u,(t) dan
u, (t) yang optimal yaitu u, (t) dan u(t), dimana 0 <u, (t) <1 dan 0 <u,(t) <1, sehingga
upaya treatment yang dilakukan dapat maksimal dengan biaya yang minimum.

3. Masalah Kontrol Optimal

Pada bagian ini akan didefinisikan fungsi objektif yang akan diminimumkan dan ruang
kontrol dari sistem yang diperkenankan. Pada penelitian ini diasumsikan bahwa vaksinasi dan
pengobatan diberikan dalam interval waktu tertentu, dan akan dicari nilai optimanya dalam
interval waktu tersebut. Akibatnya akan ditentukan bentuk kontrol u dalam interval waktu
tertentu. Misalkan didefinisikan himpunan kontrol,

U= { (ul,uz)‘ u; fungsi terukur, 0<u, <L te[0,t ], i =L2}, (3)

dan fungsi objektif yang akan diminimumkan yaitu
t
f C C
J(ul,uz):I(B, (t)+MV(t)+?1uf+72u§Jdt, (4)

0

dimana B, merupakan jumlah burung yang infektif, M,, merupakan jumlah manusia yang

infektif, dan koefisien C, >0 dan C, >0 merupakan koefisien bobot untuk meminimumkan

jumlah infektif yang didasarkan pada manfaat (benefits) dan biaya (costs) dari treatment yang
dilakukan. Nilai C,; dan C, merupakan nilai penyeimbang antara manfaat dan biaya dari kontrol
yang dilakukan. Dengan kata lain, akan diminimumkan jumlah burung terinfeksi dan manusia

yang terinfeksi melalui proses treatment dengan biaya treatment yang minimum. Fungsi u;
berbentuk kuadratik dengan tujuan agar integran dari fungsi objektif J memenuhi sifat fungsi
konkaf sehingga eksistensi dari kontrol yang optimal dapat dijamin. Jadi akan dicari u,, u, eU
yang optimal sedemikian sehingga
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J(uf,uZ)anin J(ug,uy). (5)

Syarat perlu yang harus dipenuhi oleh suatu kontrol optimal diberikan dalam prinsip Maksimum
Pontryagin [5]. Misalkan sistem (2) dituliskan dalam bentuk,

%: fl(BSaBllMSIMI’MV’MR)
%= fz(stBst’M"MV’MR)’
M: f3(BSyB|’MS’MI’MV’MR)’
dl\/ldtt )
d—lt()z f4(BSyB|’M81MI’MV’MR)’
%: fS(BSlBI’MS’Ml’MV’MR),
%: fG(BSyBl’MS’MI'MV'MR)'

Proses penentuan kontrol, state, dan co-state yang optimal diberikan dalam Teorema 1 berikut.

Teorema 1.
Terdapat kontrol optimal uf dan u; yang bersesuaian dengan solusi optimal Bg,BI*,M;,

M,,M;,M., dan J~ yang akan meminimumkan J(u,,u,) dalam U. Terdapat fungsi adjoin
Ay Ay, e+, Ag yang memenuhi persamaan

. B’ B’
ﬂ'l:ﬂ“l|:ﬂBN_IB[1_ul]+/uB:|_ﬂ'2|:ﬂBN_IB[l_ul]j|’

I B_; B _ B_; _ _ ﬁMM;_ IBMM;
/12—( 1+ﬂ*1|::85 N, [1 ul]:| ﬂvz|:ﬂ8 NB[l ul] GBi|+ﬂ’3 N, A4 N, J,
[, | BuBi | BMy ., BuBl ., AMy

/13—(/13{ N, + N,, [1 u2]+/qu| Ay N, As N,, [1 uz]]'

14 :}“4[7/1+72+GM ]_/1572_}“6 '

: M M
As :(_1+lsﬂv N_S[l_uz]_i{ﬂv N_S[l_uz]_a_o-v:|_/16a}

M M
Ag = Aty »
dengan syarat batas (kondisi tranversal), ﬂj (t;)=0,VvV j=12,.--6.

Bentuk kontrol optimal u; dan u, adalah
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u, _mln{ { (4 %) P BB, }l}
ClNB

u;:min{max{ (s =~ 2,) B, MM, }1}
C,N,,

Bukti:

Tinjau bentuk fungsi objektif J dalam persamaan (4).

Bentuk integran dari fungsi J memenuhi sifat fungsi konkaf terhadap u. Selain itu, sifat
keterbatasan dari solusi sistem dan sifat fungsi Lipschitz dipenuhi sistem terhadap variabel
sistem. Akibatnya syarat eksistensi dari kontrol optimal dapat dijamin [2,3,7].

Dengan menggunakan prinsip Maksimum Pontryagin diperoleh persamaan Hamilton untuk

sistem (6) dan fungsi objektif (4), yaitu
Cl 2 C2 2 o
H :B,(t)+MV(t)+7u1 +7u2+z,1ifi. @)
i=1

dimana A, merupakan fungsi adjoin (pengali Lagrange) dan f, adalah fungsi dalam persamaan

(6). Melalui persamaan (7) diperoleh persamaan State, Co-State, dan kondisi stationer dari sistem.
Persamaan state yang diperoleh dari (7) adalah

8H 0 C,

a aﬂiB t)+M, (t)+ Ly? +7u +§/1 }
=As — BeBs (1) lll(t) [1_u1(t)]_lu|3 Bs (1),

H @ c, , C,

. 8/1 {B t)+M, (t)+ u’ +7u +§A }

= PsBs (t)ﬁ[l_ul(t)]_o-BBl ),

B

8H 0 C,
. 8& {B t)+M, (t)+—u +7u +Zl“l }
M0 2D 0 V-0, 0] M 0,
8H 0 C,
o 8/1 {B t)+ M, (t)+—u +7u +§A }

B, (t)

B

= PuM; (t) —7M ) =7,M, () —oyM, (1),
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oH 0 C 6
—=—|B,(t)+M t+ uf +—2us + > A4 f,
o, 6/1{ () + M, (1) p L ..}

= M (t) (t)[l uz(t)]+72M|(t)_an(t)_O-va(t),

M

B, (t)+ M, (t)+ - <, 2+C7u +Zﬂ }

i=1

oH o
82 82

=M, (t)"'an(t)_ﬂMMR(t)-

Persamaan Co-State yang diperoleh dari (7) adalah

. oH 0 C, C,

%:_683 =% {B (t)+ M, (t)+—u g +Z/I }
=ﬂ{ﬂs '()[1—U1(t)]+u} z{ﬂBB(t)[l ul(t)]]

. oH 0 C, 2

A, :_8?:_6?{8 (t)+ M, (t)"‘ +7U2 +Zﬂ“i fi:|

B B

M (t) M (t)
w1, 201 ] 5, M0
jo=-H I\(jl [B t)+M, (t)+C—ul+%u2+z/1 }

i=1

R o

B M

—1+ﬂ{ﬂs S“)[l—ul(t)]} {ﬂBB“)[l— m]—ﬂ

- [ﬂM > (t)} [ﬂv Oy z(t)]}
: oH 0 C,
ﬂ4 :—M:—W{B (t)+M (t)‘l‘—u +7U +Zlﬂ, i|

:}“4[7/1"'72 +O—M]_ﬂ“57/2_2’6 ,
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. oH 0 C C 6
Ao =— =— B, (t)+ M, (1) +—-2u?+—=2u2+>Af
5 aMV aMV|: I() V() 2 1 2 2 ; i |j|
M. (t M. (t
:(_1+ﬂ3{ﬂv NS()[l_uz(t)]}_l{ﬂv NS()[1_U2(t)]_a_av}_ﬂea}
M M
. oH 0 C,
A =— =— B, (t)+M t+—u +—2u?+ A=A ,
6 oM, GMR{ (t) v(® 1 5 2 Zl: } 6 M

dengan syarat batas (kondisi tranversal),
4,t;)=0,V j=12,---6. 8)

Jadi terdapat fungsi adjoin 4,,4,,---, 4, yang memenuhi persamaan co-state,

N S - a =

B B

= (_1+ﬂ1{ﬂ3 E_;[l_ul]:|_ﬂ’2|:ﬁ8 5—;[1—u1]—0'3}+ Ag ﬂ'\IA\IM; — A ’B'\I/I\IM;J )

: PuBi  AM SuBi 4 AM
| 4] BB A o, | BB Bl
j“4:/14[71+7/2+o-m]_/1572_/1’

zs{—msﬁvg”;[ -] e ]—a—av}—zﬁa],

M M

/ie = As My »

Kontrol optimal u dapat diperoleh melalui syarat keoptimalan (kondisi stationer), yaitu

oH 0 C,
a_ul auiB (t)+M, (t)+ Ly +?u2+zl:l,f} 0 .
{c Uy + 2,5 Be (t)B O 58,02 “)}

oH 0
au au2

CZ 2

[B t)+M, (t)+—u +7u2+i/1 } 0

(10)

{czuz #28M 05 -8 m, 0N “)} -0.

M M

Dari kondisi stationer dalam persamaan (9) dan (10) diperoleh bentuk kontrol yang optimal, yaitu
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. 1 . B/
u = C_l(iz _A‘.I.)ﬂB Bs N_IB (11)
. 1 < M.
u, =C_2(ﬂ“5_2‘3)ﬂVMS N_'\\A/ (12)

Tinjau kembali himpunan kontrol yang diperkenankan, yaitu
U ={(ul,u2)‘ u, fungsi terukur, 0<u, <L te[0,t,], i =LZ}.

Sesuai dengan interval kontrol yang diperkenankan maka persamaan (11) dan (12) dapat
dituliskan menjadi

(ﬂz_ﬂl)ﬁBB;Bl* Jlka 0<(12_ﬂ1)ﬂBB;BI* <1
ClNB , ClNB
UI: 0, J|ka (JZ_AI)ﬂBBSBI <O
ClNB
1’ Jlka (Z’Z_Al)ﬂBBSBI >1 ’
1'%B
— min < max 01(22_%)/8385& 1
ClNB
dan
(ﬂs_ﬂs)ﬂvM;M\; ’ jika 0< (ﬂs_ﬂ“a)ﬂvM;M\; <1
CZNM CZNM
u*: O J|ka (15_/13)ﬁVMSMV <0
’ ' CZNM
11 Jlka (AS_AS)ﬁVMSMV >1
CZNM
= min {max{o, (4 = 4) A, MM, }1}
CoNy

Jadi diperoleh bentuk kontrol optimal u; dan u, yang akan mengoptimalkan fungsi objektif
yang diberikan, yaitu

o = min {max {O, (A — A1) BsBIB; }1}

ClNB
u, = min {max{o, s = 4)BMsM, }1} N

CoNy

Jika kontrol optimal yang diperoleh disubtitusi ke persamaan state dan co-state, maka akan
diperoleh persamaan state dan co-state yang optimal, yaitu
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M D), B,(1) M,of, (s~ ) B MM,
at =A, ﬂMMS(t) N, ﬂvMs(t) N, [1 mln{max{ C,N,
dMl(t):ﬂMMs(t)BI(t)_71M|(t)_72M|(t)_UMM|(t)a
dt N,
de O _ gm0 O{l—min{max{ (s ié’/h”IV“"S“"v}ﬂmm.(t)—mvlv(t)—aVMV(t),
el M, @ ra My -0 M 0
dBs(t) , B, - (4, = 4)BsBs B, B
p =A; — 5B (1) N, [1 mln{max{ CN, }1H g B (1),
dB, (t) B, (t) : (A, = 41)BsBs B,
™ = ;B (t) N, {1—mln{max{ CN, },1H—O—BB,(t),
dan )
. B, (t . A, B B,
A =4 Bs ILI(B) l—mln{max{ ( éll)l\lﬂ: }1} +,UB]—
7| By 20 1—min{max{0, (%, = 4)558: B, }1} }
NB ClNB
1+21[ﬂ3 Blilit){l—min{max{ (4, éll)NﬂBBBSB' }1}“
A, =| = 2,| B Bs )1 _ min { max 0, (4, = 4)55B58, Abl—og | |,
B ClNB
M. (t M. (t
+z{ﬂM —NSB()}—A{/?M —N()}
B.()  M,() _ (A = 2,) B, MIM
1 I v 1— v
| {ﬁm N, + B, ) { mln{max{ P
= *
L {ﬂM B, (t)} 1 MO {max {0, (s = Z:) B MM
B M CZNM

24 214[7/1+72+GM ]_/1572_}“6

)
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. oH 0 C C 6
Ag =— =— B,()+M, (t)+—-2u?+—-2ui+> Af
Ty aMV{ O+ My O+ 0+ g3 }
M. (t M. (t
:£_1+/13{ﬂv NS—()[l_uz(t)]}_l{ﬂv Ns—o[l_uz(t)]_a_av}_ﬁsa}
M M
. oH 0 C C 6
A =— =— B (M)+M, (t)+—2u”+—=2202+>Af |=Au,.
6 oM 8MR{ |() v() o 1 5 2 ; i J 6 Hm

4, Kesimpulan

Pada penelitian ini telah diaplikasikan teori kontrol optimal pada model matematika
penyebaran penyakit Flu Burung untuk menentukan bentuk kontrol yang optimal yang dapat
menekan laju pertambahan jumlah populasi yang infektif. Bentuk kontrol yang telah diperoleh,

yaitu
u; = min {max{o, (2, = %) BB/ }1}

CNg

dan

u; = min {max{o, (s = 242) B, MM, }l} .
CZNM

Dari kedua bentuk tersebut dapat dilihat bahwa kontrol optimal yang diperoleh bergantung pada
beberapa nilai parameter, diantaranya parameter rata-rata kontak antara burung sehat dengan

burung terinfeksi (S ), rata-rata kontak antara manusia sehat dengan manusia yang terjangkit
virus mutan Al yang bersifat infektif ( £, ), jumlah populasi burung dan manusia, serta nilai

bobot C; dan C,. Jika nilai rata-rata kontak cukup besar maka diperlukan usaha yang cukup besar
pula untuk mengoptimalkan usaha pencegahan infeksi yang dilakukan.
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